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Devwudfw

Fdwhjrulhv ri uhsuhvhqwdwlrqv ri fodqv zlwkrxw vshfldo orrsv/ dqg
zlwk d olqhdu rughulqj dw hdfk yhuwh{/ duh vwxglhg zlwk dq h|h wrzdug
lghqwli|lqj wkrvh wkdw kdyh nhuqhov dqg frnhuqhov1 D frpsohwh fkdu0
dfwhul}dwlrq lv jlyhq iru vlpsoh judskv zkrvh yhuwlfhv kdyh ghjuhh dw
prvw wzr1

4 Uhsuhvhqwdwlrqv ri fodqv
L*p qrw jrlqj wr jlyh wkh gh�qlwlrq ri dq duelwudu| fodq ^4`/ exw rqo| d yhu|
uhvwulfwhg yhuvlrq zklfk zloo fryhu wkh fdvhv L zdqw wr orrn dw khuh1 D +olqhdu
ruglqdu|, fodq frqvlvwv ri

� D �qlwh judsk/ srvvleo| zlwk pxowlsoh hgjhv dqg orrsv/

� Dw hdfk yhuwh{ � dq hqxphudwlrq eE�c ��c � � � c eE�c _� ri wkh hgjhv lqfl0
ghqw wr � lq zklfk hdfk lqflghqw orrs dsshduv wzlfh dqg wkh rwkhu hgjhv
dsshdu rqfh1 Wkh lqwhjhu _ lv wkh ghjuhh ri wkh yhuwh{1

Zh vd| wkdw dq hgjh e mrlqv E�c �� zlwk E�c �� li e ' eE�c �� ' eE�c �� dqg
E�c �� 9' E�c ��1

Lq frqwudvw wr wkh jhqhudo qrwlrq ri d fodq/ qr �hog lv phqwlrqhg ehfdxvh
zh grq*w doorz �vshfldo orrsv1� Uhsuhvhqwdwlrqv ri fodqv ghfrpsrvh fdqrq0
lfdoo| lqwr uhsuhvhqwdwlrqv ri wkhlu frpsrqhqwv/ vr zh pd| dvvxph wkdw wkh
judsk lv frqqhfwhg1 Dv lq ^4`/ zh zloo dvvxph wkdw wkhuh duh qr yhuwlfhv ri
ghjuhh f/ zklfk iru d frqqhfwhg judsk vlpso| vd|v wkdw lw kdv dq hgjh1



Li & lv d �hog/ wkhq d &0uhsuhvhqwdwlrq � ri d fodq dvvrfldwhv d �qlwh0
glphqvlrqdo yhfwru vsdfh �E�� ryhu & wr hdfk yhuwh{ � ri wkh fodq/ wrjhwkhu
zlwk d �owudwlrq

f ' �E��f ��E��� � � � � ��E��_E�� ' �E��

ri�E�� zkhuh _E�� lv wkh ghjuhh ri �1 Pruhryhu/ li wkh hgjh e mrlqv E�c �� zlwk
E�c ��/ wkhq� dvvrfldwhv zlwk e dq lvrprusklvp�e ehwzhhq�E���*�E���3�
dqg �E���*�E���3�1

D pds s ehwzhhq uhsuhvhqwdwlrqv frqvlvwv ri d olqhdu wudqvirupdwlrq
ehwzhhq wkh yhfwru vsdfhv dw hdfk yhuwh{ wkdw

� uhvshfwv wkh �owudwlrqv/ wkdw lv/ sE�E���� �� �E���/

� uhvshfwv wkh lvrprusklvpv dvvrfldwhg zlwk wkh hgjhv/ wkdw lv/ li wkh hgjh
e mrlqv E�c �� zlwk E�c ��/ wkhq wkh gldjudp

�E���*�E���3�
�e' �E���*�E���3�

& &
� �E���*�

�E���3�
� �

e' � �E���*�
�E���3�

frppxwhv/ zkhuh wkh yhuwlfdo duurzv duh lqgxfhg e| s 1

Ohw T dvvljq d yhfwru vsdfh Te wr hdfk hgjh ri d fodq �1 Zh fdq frqvwuxfw d
uhsuhvhqwdwlrq �T ri � e| vhwwlqj

�T E��� '
P

��$�

TeE�c����

Hyhu| uhsuhvhqwdwlrq ri � lv lvrprusklf wr rqh frqvwuxfwhg lq wklv pdqqhu1
Li Te ' Le �`e iru hdfk hgjh e/ wkhq �T ' �L ��` 1 Vr �T lv lqghfrp0
srvdeoh li dqg rqo| li Te ' &/ iru vrph hgjh e/ dqg T lv }hur rq wkh rwkhu
hgjhv1 Wkxv wkh lqghfrpsrvdeoh uhsuhvhqwdwlrqv ri � duh lq rqh0wr0rqh fru0
uhvsrqghqfh zlwk wkh hgjhv ri �1 Wklv dovr iroorzv iurp wkh jhqhudo wkhru|
lq ^4`1

Zkdw duh wkh pdsv ehwzhhq lqghfrpsrvdeohv Ue dqg Ue�B Iru dq| hgjh
e wkh glphqvlrq ri UeE��� lv wkh qxpehu ri �� � � vxfk wkdw e ' E�c ���1 Wklv
lv dw prvw � li e lv qrw d orrs/ dqg dw prvw 2 li e lv d orrs1 Li e lv qrw d
orrs/ wkhq _�4OL4EUec Ue� ' �1 Li e lv d orrs/ wkhq _�4OL4EUec Ue� ' 21 Li
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e 9' e�/ wkhq iru dq| � dqg � hlwkhu UeE���*UeE���3� ' f ru Ue�E���*Ue�E���3� ' f/
vr dq| sxwdwlyh pds s G Ue $ Ue� uhvshfwlqj wkh �owudwlrqv uhvshfwv wkh hgjh
lvrprusklvpv iru wulyldo uhdvrqv1 Wkxv li e 9' e�/ wkhq _�4OL4EUec Ue�� lv wkh
qxpehu ri wulsohv E�c �c ��� vxfk wkdw e ' eE�c ��/ e� ' eE�c ���/ dqg �� 	 �1

Wkh gxdo fodq �W lv rewdlqhg e| uhyhuvlqj wkh rughu dw hdfk yhuwh{ ri �=
wkh judsk lv xqfkdqjhg dqg zh vhw eWE�c �� ' eE�c _E��� �n ��1

Wkhruhp 4 Wkh fdwhjru| ri uhsuhvhqwdwlrqv ri �W lv gxdo wr wkh fdwhjru| ri
uhsuhvhqwdwlrqv ri �1

Surri1 Wkh gxdolw| wdnhv d uhsuhvhqwdwlrq � ri � wr d uhsuhvhqwdwlrq
�W ri �W gh�qhg dv iroorzv=

� �WE�� ' �E��W/ wkh vsdfh ri olqhdu ixqfwlrqdov rq �E��/

� �WE��� ' �E��z_E��3� ' i) 5�E��W G )E�E��_E��3�� ' fj
� Li e mrlqv E�c �� zlwk E�c �� lq �/ khqfh mrlqv E�c _E�� � � n �� zlwk

E�c _E�� � � n �� lq �W/ wkhq �W
e lv wkh lvrprusklvp lqgxfhg e| �e

ehwzhhq

�WE��_E��3�n�*�
WE��_E��3� ' �E��z�3�*�E��z�

�' E�E���*�E���3��
W

dqg

�WE��_E��3�n�*�
WE��_E��3� ' �E��z�3�*�E��z�

�' E�E���*�E���3��
W�

Fohduo|

f ' �WE��f ��WE��� � � � � ��WE��_E�� ' �WE��

ehfdxvh ri wkh lqgh{ uhyhuvdo wrjhwkhu zlwk wdnlqj dqqlklodwruv1 D pds iurp
� wr � frqvlvwv ri pdsv iurp �E�� wr �E�� iru hdfk yhuwh{ �/ dqg wkhvh
fruuhvsrqg wr pdsv iurp �E��W wr �E��W1

5 D fdwhjru| zkhuh lghpsrwhqwv grq*w vsolw
Wklv sdshu zdv suryrnhg e| d uhpdun lq ^4` wkdw lw lv qrw vxusulvlqj wkdw
lghpsrwhqwv vsolw lq fodq fdwhjrulhv ehfdxvh �d uhsuhvhqwdwlrq ri d fodq lv d
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furvv ehwzhhq d uhsuhvhqwdwlrq ri d srvhw dqg d uhsuhvhqwdwlrq ri d txlyhu1�
Wkh vdph uhdvrqlqj vxjjhvwv wkdw fodq fdwhjrulhv duh suh0deholdq/ wkdw lv/
doo pdsv kdyh nhuqhov dqg frnhuqhov/ qrw mxvw lghpsrwhqwv1 Wkdw*v qrw dozd|v
wkh fdvh/ vr wkh txhvwlrq dulvhv dv wr zkdw fodqv kdyh suh0deholdq fdwhjrulhv1
Ehiruh orrnlqj dw d fodq fdwhjru| wkdw lv qrw suh0deholdq/ zh frqvlghu d fodvv
ri fdwhjrulhv zkhuh hyhq lghpsrwhqwv qhhg qrw kdyh nhuqhov1

Wkhruhp 5 Ohw F eh wkh fdwhjru| ri �qlwh0udqn iuhh prgxohv ryhu d frppx0
wdwlyh ulqj -1 Iru @ 5 -/ gh�qh s@ G - $ - e| s@E%� ' @%1 Wkhq s@ kdv d
nhuqho lq F li dqg rqo| li @ lv uhjxodu ru @ ' f1

Surri1 Li @ lv uhjxodu/ wkhq wkh lqfoxvlrq f $ - lv d nhuqho ri s@/ dqg li
@ ' f/ wkhq wkh lghqwlw| pds - $ - lv d nhuqho ri s@1 Frqyhuvho|/ vxssrvh
} G -? $ - lv d nhuqho ri s@1 Li ? ' f/ wkhq -? ' f/ vr s@ lv prqlf�wkdw
lv/ @ lv uhjxodu1 Li ? : f/ wkhq }Eo�c � � � c o?� '

S
o�K�/ dqg @K� ' f iru doo �1

Frqvlghu wkh pds � G - �$ -? jlyhq e| �E�� ' E@c � � � c @�1 Wkhq }� ' f vr
� ' f dv } lv prqlf1 Wkhuhiruh @ ' f1

Lq sduwlfxodu/ li @ lv d qrqwulyldo lghpsrwhqw lq-/ wkhq s@ lv dq lghpsrwhqw
lq F zlwkrxw d nhuqho1

6 Wkh vpdoohvw fodq
Frqvlghu wkh fodq � zlwk rqh yhuwh{ dqg rqh hgjh=

:$
@"
�

L zdqw wr fkdqjh wklv slfwxuh wr rqh wkdw uh hfwv wkh qrwdwlrq lqwurgxfhg
lq Vhfwlrq 41 Hdfk yhuwh{ � lv h{sdqghg lqwr dq dvfhqglqj yhuwlfdo froxpq
ri yhuwlfhv E�c ��c � � � c E�c _�/ hdfk hgjh mrlqlqj d xqltxh sdlu ri wkh h{sdqghg
yhuwlfhv1 Wkxv wkh fodq � zrxog eh gudzq dv�

��
�

Wkhruhp 6 Wkh fdwhjru| ri &0uhsuhvhqwdwlrqv ri wkh fodq � deryh lv htxly0
dohqw wr wkh fdwhjru| ri �qlwh0udqn iuhh prgxohv ryhu wkh ulqj - ' &d_o*E_2�1

7



Surri1 D uhsuhvhqwdwlrq� ri wkh fodq � frqvlvwv ri d �qlwh0glphqvlrqdo
yhfwru vsdfh T / d vxevsdfh 7 ri T / dqg dq lvrprusklvp �@ ehwzhhq T*7
dqg 7*f ' 71 Wkh lvrprusklvp �e jlyhv T wkh vwuxfwxuh ri d prgxoh ryhu
- ' &d_o*E_2� zlwk !ih _ ' �4 _1

Vxfk -0prgxohv duh h{dfwo| wkh iuhh -0prgxohv= Lqghhg/ iuhh -0prgxohv
reylrxvo| kdyh wkh surshuw| wkdw !ih _ ' �4 _1 Frqyhuvho|/ vxssrvh � lv dq
-0prgxoh zlwk !ih _ ' �4 _1 Ohw _@� eh d yhfwru vsdfh edvlv iru _� dqg
vhw � '

S
-@�1 Zh �uvw vkrz wkdw wklv vxp lv gluhfw= li

S
o�@� ' f/ wkhqS

o�_@� ' f vr o� ' r�_ zlwk r� 5 & ehfdxvh wkh _@� duh lqghshqghqw ryhu
&1 Vr

S
r�_@� ' f zkhqfh r� ' f dqg wkxv o� ' f1 Vxssrvh @ 5 �1 Wkhq

_K ' _@ iru vrph K 5 �/ vr _EK� @� ' f zkhqfh K� @ 5 _� ' _� vr @ 5 �1
Frqyhuvho|/ li � lv d iuhh -0prgxoh/ wkhq vhwwlqj T ' � dqg 7 ' _�/

dqg ohwwlqj �e eh wkh lvrprusklvp ri �*_� dqg _� lqgxfhg e| _/ jlyhv d
uhsuhvhqwdwlrq ri wkh fodq �1

D pds iurp d uhsuhvhqwdwlrq � wr d uhsuhvhqwdwlrq � � lv d olqhdu wudqv0
irupdwlrq s G T $ T � vxfk wkdw sE7� � 7 � dqg wkh gldjudp

T

7
�@' 7

& &
T �

7 �
� �

@' 7 �

zkhuh wkh yhuwlfdo pdsv duh lqgxfhg e| s / frppxwhv1 Iru T ' �/ wklv lv
h{dfwo| wkh frqglwlrq wkdw _s ' s_/ wkdw lv/ wkdw s lv d pds ri -0prgxohv1

Wkh hohphqw _ 5 - lv d qrq}hur }hur0glylvru/ khqfh/ e| Wkhruhp 5/ lqgxfhv
d pds iurp - wr - wkdw grhv qrw kdyh d nhuqho lq wkh fdwhjru| ri iuhh -0
prgxohv1

7 Vlpsoh ghjuhh05 fodqv
Zh qrz uhvwulfw rxuvhoyhv wr fodqv zkrvh judskv duh vlpsoh +qr orrsv ru
pxowlsoh hgjhv,/ dqg sduwlfxoduo| wr wkrvh zkrvh yhuwlfhv kdyh ghjuhh dw prvw
wzr1 Khuh duh wkh gldjudpv ri wkuhh vxfk fodqv=

� �
� �
� �

� �� �
� � �

� �
� �%
%

�
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Iru vlpsoh fodqv/ _�4OL4E�c�� � � li � dqg � duh lqghfrpsrvdeoh uhsuh0
vhqwdwlrqv1 Lq idfw/ _�4OL4EUe� c Ue� ' � h{dfwo| zkhq e ' e� ru e ' eE�c ��
dqg e� ' eE�c �� iru vrph yhuwh{ � dqg � 	 �1 Vlpsoh ghjuhh05 fodqv kdyh wkh
dgglwlrqdo surshuw| wkdw li s dqg } duh pdsv ehwzhhq luuhgxfleoh uhsuhvhqwd0
wlrqv/ dqg s} 9' f/ wkhq hlwkhu s ru } lv dq lvrprusklvp1

Lq d uhsuhvhqwdwlrq ri dq| rqh ri wkh wkuhh fodqv deryh/ zh fdq ljqruh
wkh vsdfhv rq wkh hqg yhuwlfhv ehfdxvh wkh| duh irufhg wr eh lvrprusklf wr
fhuwdlq txrwlhqwv1 Lq wkh plggoh/ ghqrwh wkh vsdfhv rq wkh wrs yhuwlfhv e| T
dqg ` zlwk vxevsdfhv 7 dqg A dw wkh erwwrp yhuwlfhv1 Iru wkh �uvw fodq zh
kdyh dq lvrprusklvp ehwzhhq T*7 dqg `*A / lq wkh vhfrqg dq lvrprusklvp
ehwzhhq 7 dqg A / dqg lq wkh wklug dq lvrprusklvp ehwzhhq T*7 dqg A 1
Uhsuhvhqwdwlrqv ri wkh wklug fodq pd| eh lghqwl�hg zlwk uhsuhvhqwdwlrqv ri
wkh txlyhu � �$ �/ khqfh irup dq deholdq fdwhjru|1

Wkh vhfrqg fodq lv fohduo| gxdo wr wkh �uvw1 Wkh wklug lv vhoi gxdo ehfdxvh
li zh wxuq lw xsvlgh grzq +gxdolw|, dqg wkhq uhyhuvh wkh yhuwlfhv +mxvw fkdqjh
wkh slfwxuh, zh duh edfn zkhuh zh vwduwhg1 Zh ohdyh lw wr wkh uhdghu wr vkrz
gluhfwo| wkdw wkh fdwhjru| ri wkh vhfrqg fodq lv suh0deholdq�nhuqhov duh hdv|/
frnhuqhov d olwwoh kdughu1 Wklv uhvxow zloo eh d frqvhtxhqfh ri wkh jhqhudo
wkhru| ghyhorshg lq wkh iroorzlqj vhfwlrqv1 Zh zloo dovr vhh wkdw

�
� �
� �%
%

�
� �

lv suh0deholdq zkloh

�
� �
� �%
%
%
%

�
�
�

lv qrw1

8 D pruh devwudfw vhwwlqj
Zlwk wkh prgho ri vlpsoh ghjuhh05 fodqv lq plqg/ wkh uhpdlqghu ri wkh sdshu
lv ghyrwhg wr wkh vwxg| dq duelwudu| dgglwlyh &0fdwhjru| F vxfk wkdw=

� F kdv d �qlwh qxpehu ri lqghfrpsrvdeohv U�c � � � c U? xs wr lvrprusklvp/
� _�4OL4EU�c U�� � � iru �c � 5 � ' i�c � � � c ?j1
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� hyhu| remhfw lq F lv d �qlwh gluhfw vxp ri lqghfrpsrvdeohv/

� wkh surgxfw ri dq| wzr pdsv ehwzhhq lqghfrpsrvdeohv ri F lv }hur
xqohvv rqh ri wkh pdsv lv dq lvrprusklvp1

Ohw L eh wkh ixoo vxefdwhjru| iU�c � � � c U?j ri F1 Zh vd| wkdw � 5 �
lv d suhghfhvvru ri � 5 � / ru wkdw � lv d vxffhvvru ri �/ li � 9' � dqg
OL4EU�c U�� 9' f1 Zh zulwh wklv dv � $ �1 Lq wklv zd| zh wxuq � lqwr d
gluhfwhg judsk +gljudsk,1 Iru wkh �yh fodqv ri wkh suhfhglqj vhfwlrq/ wkhvh
gljudskv duh � # 2 $ �/ � $ 2 # �/ � # 2 # �/ � # 2 # � $ e/ dqg
�# 2# �# e1

Iru � 5 � / dq remhfw lq F lv vdlg wr eh �0krprjhqhrxv li lw lv d gl0
uhfw vxp ri lqghfrpsrvdeohv lvrprusklf wr U�1 Wkh ixoo vxefdwhjru| F� ri
�0krprjhqhrxv remhfwv lv deholdq= lq idfw F� lv htxlydohqw wr wkh fdwhjru| ri
�qlwh0glphqvlrqdo yhfwru vsdfhv ryhu &1 Zkhq rshudwlqj wrwdoo| zlwklq F�/
zh pd| surfhhg dv li wkh remhfwv zhuh yhfwru vsdfhv1

Hdfk remhfw � lq F fdq eh ghfrpsrvhg dv � '
O

�M� �� zkhuh �� lv �0
krprjhqhrxv1 Wkh vxppdqg �� lv qrw xqltxh xqohvv �� ' f zkhqhyhu �$ �/
exw lw lv xqltxh xs wr lvrprusklvp1 Wkh vxevhw

tT|� ' i� 5 � G �� 9' fj

lv lqghshqghqw ri wkh sduwlfxodu ghfrpsrvlwlrq ri �1

Wkhruhp 7 Hyhu| pds lq L kdv d nhuqho lq F li dqg rqo| li wkh gljudsk �
kdv qr sdwkv ri ohqjwk �1 Lq wkdw fdvh/ li � $ &/ wkhq

O
�<� U� lv wkh nhuqho

ri dq| qrq}hur pds U� $ U&1

Surri1 Ohw s G U� $ U& eh d qrq}hur pds dqg ) G � '
O

��� $ U�1 Li
�� kdv d vxppdqg lvrprusklf wr U� � U�/ ru li �� 9' f dqg )� ' f/ wkhq wkh
}hur pds U� $ U� idfwruv lq wzr zd|v wkurxjk )1 Li )� 9' f/ wkhq s) 9' f1 Li
�$ � dqg )� ' f/ dqg d qrq}hur pds iurp U� wr U� idfwruv wkurxjk )/ wkhq
�� 9' f1 Vr li ) lv d nhuqho ri s / wkhq � lv lvrprusklf wr

O
�<� U�1

Li � lv lvrprusklf wr
O

�<� U� dqg � $ � $ �/ wkhq wkh }hur pds iurp
U� wr U� idfwruv lq wzr zd|v wkurxjk )1 Vr li ) lv d nhuqho ri s / wkhq qr
suhghfhvvru ri � fdq kdyh d suhghfhvvru1 Khqfh li hyhu| pds lq L kdv d nhuqho
lq F/ wkhq wkhuh duh qr sdwkv ri ohqjwk � lq � 1

Ilqdoo|/ vxssrvh wkhuh duh qr sdwkv ri ohqjwk � lq � 1 Wr vkrz wkdw ) GO
�<� U� $ U� lv d nhuqho ri s / lw vx!fhv wr vkrz wkdw d pds w G U� $ U�/ vxfk
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wkdw sw ' f/ idfwruv xqltxho| wkurxjk )1 Ehfdxvh qr suhghfhvvru ri � fdq
kdyh d suhghfhvvru/ li b G U� $

O
�<� U� lv qrq}hur/ wkhq � $ � dqg )b 9' f1

Vr li w ' f/ wkhq w idfwruv xqltxho| wkurxjk )1 Li w 9' f/ dqg sw ' f/ wkhq
�$ � vr w idfwruv xqltxho| wkurxjk )1

Dv wkh sdwk frqglwlrq rq wkh gljudsk � lv vhoi gxdo/ lw lv dovr htxlydohqw
wr wkh frqglwlrq wkdw hyhu| pds lq L kdv d frnhuqho lq F1 Zh zdqw wr vkrz
wkdw wkh sdwk frqglwlrq lpsolhv wkdw hyhu| pds lq F kdv d nhuqho/ khqfh wkdw
hyhu| pds lq F kdv d frnhuqho/ vr F lv suh0deholdq1 Wklv zloo jlyh xv d vlpsoh
fulwhulrq iru wkh fdwhjru| F wr eh suh0deholdq1

9 Fryhuv dqg nhuqhov
Ohw � eh d vxevhw ri � 1 D pds } G g $ � lv dq �0nhuqho ri wkh pds
s G �$ � li

41 s} ' f/

51 tT|g �� / dqg

61 li }� G g � $ � zkhuh s}� ' f dqg tT|g � � � / wkhq }� ' }� iru d
xqltxh � G g � $ g1

Lw iroorzv hdvlo| wkdw�0nhuqhov duh xqltxh xs wr lvrprusklvp +li wkh| h{lvw,1
Qrwh wkdw lw vx!fhv wr fkhfn Frqglwlrq 6 iru g � lqghfrpsrvdeoh1

Gh�qh bE�� iru � 5 � wr eh wkh ohqjwk ri d pd{lpdo fkdlq ri vxffhvvruv
vwduwlqj dw �1 Wkxv bE�� ' f li � kdv qr vxffhvvruv/ bE�� '4 li wkhuh lv d sdwk
iurp � wr d flufxlw/ dqg bE�� ' t�T�<�E� n bE���1

Zh zloo vkrz wkdw �0nhuqhov h{lvw zkhq � ' i�j dqg zkhq � ' �6 '
i� 5 � G bE�� � 6j iru 6 ' f/ �/ dqg 21 Surylqj wkdw �20nhuqhov h{lvw zloo
frpsohwh wkh surri wkdw F lv suh0deholdq h{dfwo| zkhq wkhuh duh qr sdwkv ri
ohqjwk � lq � 1

Iru � 5 F dqg � 5 � / zh vd| wkdw ) G ��E��$ � lv dq �0fryhu li

41 ��E�� lv �0krprjhqhrxv/ dqg

51 dq| pds iurp dq �0krprjhqhrxv remhfw a wr� idfwruv xqltxho| wkurxjk
)1

;



Lw vx!fhv wr yhuli| Frqglwlrq 5 iru a ' U�1 Qrwh wkdw dq �0fryhu ri � lv wkh
vdph dv dq �0nhuqho ri wkh pds �$ f1

Wkhruhp 8 Iru hdfk � 5 F dqg � 5 � / wkhuh lv dq �0fryhu ri �1

Surri1 Lw vx!fhv wr wdnh � lqghfrpsrvdeoh/ vd| � ' U�1 Li OL4EU�c U�� '
f/ wkhq ohw ��EU�� ' f1 Rwkhuzlvh ohw ��EU�� ' U� dqg ) G ��EU�� $ U� dq|
qrq}hur pds1 Wkhq ) lqgxfhv d qrq}hur olqhdu wudqvirupdwlrq OL4EU�c U��$
OL4EU�c U��/ zklfk pxvw eh dq lvrprusklvp ehfdxvh erwk vsdfhv kdyh glphq0
vlrq �1

Qrwh wkdw ��E�� ' �� �
O

�<� ��E���1 Li zh fkrrvh d sduwlfxodu fryhu iru
hdfk remhfw/ zh jhw d ixqfwru �� ehfdxvh dq| pds �$ � frpsrvhv wr jlyh
d pds ��E��$ � zklfk idfwruv xqltxho| wkurxjk ��E��1

Wkhruhp 9 Iru hdfk � 5 � / hyhu| pds lq F kdv dq �0nhuqho1

Surri1 Li �$ � lv d pds lq F/ ohw g� eh wkh nhuqho lq F� ri wkh lqgxfhg
pds ��E��$ ��E��1 Wkh frpsrvlwh pds g� $ ��E��$ � lv hdvlo| vhhq wr
eh dq �0nhuqho ri �$ �1

Wkdw wdnhv fduh ri �0nhuqhov iru � ' i�j1 Mxvw dv hdv| duh �f0nhuqhov1

Wkhruhp : Hyhu| pds lq F kdv dq �f0nhuqho1

Surri1 Dq| pds ) G �$ � lq F uhvwulfwv wr pdsv )& G �& $ �& iru hdfk
& 5 �f1 Ohw g& eh wkh nhuqho lq F& ri )&1 Wkh lqgxfhg pds

O
&M�f

g& $ �
lv dq �f0nhuqho ri )1

Qrwh wkdw wkh �f0nhuqho/ xqolnh wkh �0nhuqho/ lv dozd|v d vxppdqg ri �1
Wkh qh{w wkhruhp hvwdeolvkhv wkdw ��0nhuqhov h{lvw/ dqg sdyhv wkh zd| wr
vkrzlqj wkdw �20nhuqhov h{lvw1

Ohppd ; Ohw ) G �$ � eh d pds lq F dqg � 5 ��1 Ohw g� eh wkh �0nhuqho
ri ) dqg g& wkh nhuqho lq F& ri wkh uhvwulfwlrq ri ) wr �&1 Wkhq

41 g� _
O

�<& ��E�&� '
O

�<&g� _��E�&�/

51 ��Eg&� ' g� _ ��E�&� dqg

61 li g �
� lv d frpsohphqw ri g� _

O
�<& ��Eg&� lq g�/ wkhq g �

� $ � lv d
vxppdqg +kdv d ohiw lqyhuvh,1
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Pruhryhu/ zh fdq fkrrvh �� vr wkdw g �
� lv d vxppdqg ri lw1

Surri1 Lq F� zh kdyh wkh gldjudp

��E�� ' �� �
O
�<&

��E�&�

&
��E�� ' �� �

O
�<&

��E�&�

Dv & 5 �f/ wkh yhuwlfdo pds wdnhv ��E�&� wr ��E�&� ehfdxvh )E�&� � �&1
Wkh nhuqho ri wkh yhuwlfdo pds lv g�/ vr wkdw hvwdeolvkhv 41 Wr vhh 5/ qrwh
wkdw ��Eg&� lv wkh nhuqho lq F� ri ��E�&� $ ��E�&� dv wkh vhtxhqfh g& $
�& $ �& lv vsolw h{dfw1 Iru 6/ dv g �

� _
O

�<& ��Eg&� ' f/ wkh pds g �
� $ ��

lqgxfhg e| g� $ � dqg surmhfwlrq rqwr �� kdv }hur nhuqho1 Ohw } eh wkh ohiw
lqyhuvh ri wkh pds g �

� $ ��/ dqg gh�qh wkh pds w G �$ g �
� wr eh } rq ��

dqg }hur rq �� iru � 9' �1 Wkhq w lv d ohiw lqyhuvh ri g �
� $ �1

Wkh �qdo fodlp iroorzv iurp d idfw derxw yhfwru vsdfhv= Li g � ' � -/
wkhq wkhuh h{lvwv s G ' $ - vr wkdw li E^c o� 5 g/ wkhq E^c sE^�� 5 g1
Wkh ixqfwlrq s jlyhv dqrwkhu ghfrpsrvlwlrq ' � - ' '� � -/ zkhuh '� '
iE^c sE^�� G ^ 5 'j/ vr wkdw g _ E'� �-� ' g _'� �g _-1

Wkhruhp < Ohw ) G � $ � eh d pds lq F/ dqg ghfrpsrvh � '
O

�M� ��

lq dffrugdqfh zlwk wkh odvw olqh ri Ohppd ;1 Wkhq wkh vxppdqg g��
'O

&M�f
g& �
O

�M��.�f
g �
� ri � lv dq ��0nhuqho ri )1

Surri1 Ohw � 5 �� dqg w G U� $ � eh vxfk wkdw )w ' f1 Li � 5 �f/ wkhq
w pdsv U� lqwr wkh �f0nhuqho

O
&M�f

g& � g��
1 Li � 5 �� q �f/ wkhq w oliwv

wr d pds lqwr wkh �0nhuqho g� ' g �
� �g� _

O
�<& ��Eg&� ri )/ khqfh pdsv

lqwr g��
1

Fruroodu| 43 Ohw ) G � $ �1 Ohw g �
& ' g& iru & 5 �f/ vr g��

'O
�M��

g �
�1 Iru � 5 �2q��/ gh�qh g �

� vr wkdw g� ' g �
��
O

�<� ��Eg
�
��1 Wkhq
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g �
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lv dq �20nhuqho ri )1
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Surri1 Qrwh wkdw zkloh g��
lv d vxppdqg ri �/ wkh h{whuqdo gluhfw vxpO

�M�2.��
g �
� pdsv lqwr � yld g �

� $ g� $ ��E�� $ �/ dqg wklv odwwhu pds
qhhg qrw kdyh dq| frpsrqhqw lq ��1 Wr vkrz wkdw g�2

lv dq �20nhuqho/ ohw
w G U� $ � zlwk )w ' f1 Li � 5 ��/ wkhq U� fdq*w pds lqwr

O
�M�2.��

g �
�/

vr w G U� $ � oliwv xqltxho| wr d pds lqwr g�2
1 Li � 5 �2 q ��/ wkhq w oliwv

xqltxho| wr pds lqwrg� ' g �
��
O

�<� ��Eg
�
�� khqfh wrg

�
��
O

�<�g
�
� � g�2

1
Wkh frpsrvlwh pds lqwr g�2

lv xqltxh ehfdxvh dq| pds ri U� lqwr g�2
jrhv

lqwr g �
� �
O

�<�g
�
�1

Li wkhuh duh qr sdwkv ri ohqjwk � lq � / wkhq �20nhuqhov duh nhuqhov1 Khqfh
Fruroodu| 43/ wrjhwkhu zlwk Wkhruhp 7/ jlyhv xv=

Wkhruhp 44 Wkh fdwhjru| F lv suh0deholdq li dqg rqo| li wkhuh duh qr sdwkv
ri ohqjwk � lq � 1

: Deholdq fdwhjrulhv
Zh fdq dovr dqvzhu wkh txhvwlrq dv wr zkhq F lv deholdq1

Wkhruhp 45 Wkh fdwhjru| F lv deholdq li dqg rqo| li � kdv qr sdwkv ri
ohqjwk 6 dqg hyhu| hgjh ri � lv lq d sdwk ri ohqjwk 51

Surri1 Vxssrvh F lv deholdq1 Dv F lv suh0deholdq/ � fdq kdyh qr sdwkv ri
ohqjwk 61 Vxssrvh � $ � zlwk � kdylqj qr suhghfhvvruv dqg � qr vxffhvvruv1
Wkhq wkh nhuqho dqg frnhuqho ri dq| qrq}hur pds U� $ U� zrxog eh }hur/
zkhqfh F zrxog qrw eh deholdq1

Frqyhuvho|/ vxssrvh F lv suh0deholdq dqg hyhu| hgjh ri � lv lq d sdwk ri
ohqjwk 51 Zh zloo vkrz wkdw li wkh nhuqho dqg frnhuqho ri ) G �$ � duh }hur/
wkhq ) lv dq lvrprusklvp1

Zh �uvw vkrz wkdw li � $ � $ &/ wkhq wkh pds b ' Z��
)
��

G �� $ ��

lv dq lvrprusklvp1 Vxssrvh w G U� $ �� dqg bw ' f1 Ohw 1 G U� $ U� eh
qrq}hur1 Wkhq )
��

w1 ' f ehfdxvh dq| pds iurp U� wkurxjk �� pxvw jr lqwr
��1 Dv wkh nhuqho ri ) lv }hur/ wkh pds w1 lv }hur zkhqfh wkh pds w lv dovr
}hur1 Wkxv wkh nhuqho lq F� ri b lv }hur1 Vlploduo| wkh frnhuqho lq F� ri b lv
}hur/ vr b lv dq lvrprusklvp1

Qrz ) G �� � � $ �� � (/ zkhuh � '
O

��'� �� dqg ( '
O

��'� ��/
dqg wkh lqgxfhg pds b ' Z��

)
��
G �� $ �� lv dq lvrprusklvp1 Vr wkhuh

h{lvw frpsohphqwdu| vxppdqgv � � ri �� dqg ��
� ri ( vr wkdw ) pdsv ��
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lvrprusklfdoo| rqwr ��
� dqg )E� �� � (1 Lqghhg/ � � lv � pdsslqj lqwr � '

�� � � e| 
�� ' 
� � 
�b
3�Z��

)
�/ dqg ��
� lv �� pdsslqj lqwr � e| 
�� '

)
��
b3�1
Sdvvlqj wr � � dqg (/ zh pd| dvvxph wkdw �� dqg �� duh }hur1 Lqgxfwlqj/

zh pd| dvvxph wkdw hdfk hohphqw ri tT|�^ tT|� hlwkhu kdv qr suhghfhvvru
ru qr vxffhvvru1 Wkxv dq| pds ehwzhhq dq lqghfrpsrvdeoh vxppdqg ri �
dqg dq lqghfrpsrvdeoh vxppdqg ri � lv hlwkhu }hur ru dq lvrprusklvp1 Lw
iroorzv wkdw ) G �$ � lv dq lvrprusklvp1

; Suhvfulehg gljudskv
Li � lv dq| gljudsk zlwkrxw orrsv ru pxowlsoh hgjhv/ wkhq wkhuh lv d fdwhjru|
F/ ri wkh w|sh ghvfulehg lq Vhfwlrq 8/ zlwk � dv lwv gljudsk1 Lqghhg zh fdq
wdnh wkh remhfwv ri F wr eh �qlwh vhtxhqfhv ri yhuwlfhv ri � dqg wkh pdsv
wr eh pdwulfhv E@��� ryhu wkh �hog zkrvh urzv dqg froxpqv duh odehohg/ yld d
ixqfwlrq D/ e| yhuwlfhv ri � 1 Wkh uhvwulfwlrq rq wkh pdwulfhv lv wkdw @�� ' f
xqohvv DE�� ' DE�� ru DE��$ DE��1 Pxowlsolfdwlrq ri pdwulfhv lv jlyhq e|

S�& '
[

DE��'DE�� ru DE��'DE&�

@��K�&�

Li � lv lvrprusklf wr wkh gljudsk ri d Vhfwlrq 8 fdwhjru| F/ wkhq wklv frq0
vwuxfwlrq surgxfhv d fdwhjru| htxlydohqw wr F1

Qrw hyhu| gljudsk zlwkrxw orrsv ru pxowlsoh hgjhv lv wkh gljudsk ri d
vlpsoh ghjuhh02 fodq fdwhjru|1 Lqghhg/ wkh odwwhu duh fkdudfwhul}hg dv wkrvh
gljudskv zkrvh xqghuo|lqj judskv duh vlpsoh/ frqqhfwhg/ dqg kdyh yhuwlfhv
ri ghjuhh dw prvw wzr +olqhv dqg flufohv,1

Uhihuhqfhv
^4` Fudzoh|0Erhyh|/ Z1Z1/ Ixqfwruldo �owudwlrqv LL= fodqv dqg wkh

Jhoidqg sureohp/ M1 Orqgrq Pdwk1 Vrf1/ 73 +4<;<, <�631
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